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Re´sume´. Les groupes oscillateurs,Gλ, sont les seuls groupes de Lie sim-
plement connexes re´solubles non commutatifs qui admettent une me´trique
de Lorentz bi-invariante. Pour ces groupes nous: de´terminons leurs groupes
d’isome´tries; prouvons l’existence de structures affines invariantes a` gauche et
montrons que ces structures ne sont pas lorentziennes; fournissons des con-
ditions suffisantes pour que des me´triques pseudo-riemannienes invariantes a`
gauche soient comple`tes. Comme conse´quence nous mettons en e´vidence des
nouveaux exemples de varie´te´s localement syme´triques parfois affines, parfois
pseudo-riemanniennes (en particulier lorentziennes) compactes comple`tes ou
incomple`tes.
Abstract. The Oscillator Groups,Gλ, are the only solvable, non com-
mutative, simply connected Lie groups to admit a Lorentzian bi-invariant
metric. For these groups, we give sufficient conditions for a left-invariant
pseudo-Riemannian metric to be complete, we determine the group of isome-
tries, we exhibit a left-invariant affine structure and prove that it is not
Lorentzian. As an application, we provide new examples of compact pseudo-
Riemannian (sometimes Lorentzian) locally symmetric, occasionally affine,
manifolds, complete or incomplete.
1 Introduction-Re´sume´
En 1985 Revoy et le deuxie`me auteur donnent dans [M-R2] une collection tre`s
riche de nouveaux exemples de varie´te´s lorentziennes homoge`nes compactes.
Ces varie´te´s sont des quotients de groupes de Lie, appele´s oscillateurs, qui
sont munis d’une me´trique de Lorentz bi-invariante, par des sous-groupes de
Lie co-compacts (re´seaux). Ces auteurs fournissent une condition ne´cessaire et
suffisante pour qu’un groupe oscillateur ait des re´seaux et classifient ceux-ci a`
isomorphisme pre`s. Ces re´sultats sont la suite logique de leurs travaux sur “la
me´thode de la double extension ortogonale” qui permet de construire de fac¸on
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inductive les groupes de Lie appele´s “orthogonaux”, c’est-a`-dire qui admettent
une me´trique pseudo-riemanienne bi-invariante.
En 1988, D’Ambra en [D’A], prouve que la composante connexe de l’identite´
I (M, g)0 du groupe des isome´tries d’une varie´te´ lorentzienne analytique re´elle
compacte simplement connexe est compacte. Zeghib d’une part ([Ze]) et Adams
et Stuck ([A-SI]) de l’autre, prouvent en 1997 que les exemples de [M-R1], les
varie´te´s conside´re´s par D’Ambra et les bons quotients de SL(2, IR) muni de sa
forme de Killing, sont “essentiellement les seuls exemples” ([Ze]) de varie´te´s
lorentziennes homoge`nes de volume fini dont le groupe des isome´tries n’est pas
compact. Pour le faire ils utilisent des re´sultats de Zimmer ([Zi]) et Gromov
([G]).
Un des buts du pre´sent travail est de fournir des nouveaux exemples de
varie´te´s localement syme´triques, parfois affines, parfois pseudo-riemanniennes
(en particulier lorentziennes) compactes comple`tes ou incomple`tes. Pour le faire
nous poursuivons l’e´tude de la ge´ome´trie des groupes oscillateurs entrepris dans
[Me], [B-M1] et [B-M2].
Au paragraphe 3 nous donnons des conditions suffisantes pour qu’une me´tri-
que invariante a` gauche sur un oscillateur soit comple`te (The´ore`me 3.1) puis
nous exhibons des structures de varie´te´ affine invariante a` gauche sur ces groupes
(The´ore`me 3.2).
La proposition 3.1 affirme qu’aucune structure affine invariante a` gauche sur
Gλ est la connexion de Levi-Civita d’une me´trique lorentzienne invariante.
De plus en dimension 4 aucune me´trique pseudo-riemannienne invariante a`
gauche, d’indice quelconque est compatible avec une structure affine invariante
(Proposition 3.2). La section s’ache`ve en montrant l’existence de me´triques
pseudo-riemanniennes invariantes a` gauche, d’indice quelconque non nul, sur
les oscillateurs qui sont localement syme´triques et comple`tes, donc syme´triques
(The´ore`me 3.3). Ces me´triques sont en fait des ge´ne´ralisations de la structure
orthogonale kλ qui est unique a` homothetie pre`s ([M-R3]).
Dans le paragraphe 4 nous determinons la composante connexe de l’unite´
Isom (G, k)0 du groupe des isome´tries d’un groupe de Lie orthogonal (G, k) avec
G simplement connexe (The´ore`me 4.1). Nous specialisons ensuite ce re´sultat au
cas d’un groupe oscillateur quelconque (Gλ,kλ).
Puisque (Gλ,kλ) est une varie´te´ lorentzienne localement syme´trique com-
ple`te, a` tout sous-groupe Γ de Isom(Gλ,kλ)0 ope´rant librement et de fac¸on
proprement discontinue sur Gλ lui est associe´e une varie´te´ Gλ/Γ = Mλ qui est
naturellement munie d’une structure lorentzienne homoge`ne qui est localement
syme´trique et comple`te (car transitive) d’apre`s le the´ore`me classique 4.2. Ceci
ge´ne´ralise les exemples de [M-R2].
Le the´ore`me 5.1 munit les varie´te´s oscillatrices, respectivement de me´triques
pseudo-riemanniennes localement syme´triques comple`tes (autres que celles de´-
duites de kλ), des structures affines comple`tes ou non comple`tes et des me´triques
pseudo-riemanniennes, d’indice quelconque non nul, non comple`tes.
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2 Groupes Oscillateurs
Pour λ = (λ1, . . . , λn) dans IR
n avec 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn, soit Gλ le goupe de
Lie de varie´te´ sous-jacente IR2n+2 ≡ IR × IR × Cn et produit
(t, s, z1, . . . , zn) · (t
′, s′, z′1, . . . , z
′
n) =
(t+ t′, s+ s′ +
1
2
n∑
j=1
Imz¯j exp(i tλj)z
′
j, . . . , zj + exp(i tλj)z
′
j , . . . ).
Les groupes Gλ sont caracte´rise´s par le fait d’eˆtre les seuls groupes de Lie
simplement connexes, re´solubles et non commutatifs a` admettre une me´trique de
Lorentz bi-invariante ([M-R2]). De plus ils contiennent des sous-groupes discrets
co-compacts si et seulement si l’ensemble {λ1, . . . , λn} engendre un sous-groupe
discret de (IR,+) ([M-R3]).
De´finition 2.1 Les groupes Gλ sont appele´s Groupes Oscillateurs, leurs alge`-
bres de Lie, Gλ, seront dites Alge`bres Oscillatrices. Dans le cas ou` Gλ posse`de
des sous-groupes discrets co-compacts Γ, on appelle varie´te´ oscillatrice, une
varie´te´ du type Gλ/Γ.
Les oscillateurs et le reveˆtement universel de SL(2, IR) (qui est le seul groupe
re´el simple et simplement connexe a` admettre une me´trique de Lorentz bi-
invariante) ont la proprie´te´ suivante (voir [Ze]): SiM est une varie´te´ lorentzienne
homoge`ne de volume fini dont le groupe des isome´tries I(M) n’est pas compact
alors ou bien I(M) contient un reveˆtement fini de PSL(2, IR) ou bien I(M)
contient un groupe oscillateur.
L’alge`bre de Lie Gλ du groupe de Lie Gλ est l’espace vectoriel
Gλ := Vect{e−1, e0, e1, . . . , en, eˇ1, . . . , eˇn},
muni du produit
[e−1, ej] = λj eˇj [ej , eˇj] = e0 [e−1, eˇj] = −λjej
(les autres crochets e´tant nuls ou de´duits par antisyme´trisation). Posons pour
x ∈ G,
x =
n∑
j=−1
xj ej +
n∑
j=1
xˇj eˇj ,
La forme syme´trique non de´ge´ne´re´e, exprime´e dans ces coordonne´es,
kλ(x, x) := 2x−1x0 +
n∑
j=1
1
λj
(
x2j + xˇ
2
j
)
est orthogonale, c’est-a`-dire, elle de´finit une me´trique bi-invariante sur Gλ.
Rappelons qu’il n’y a qu’une seule structure orthogonale, a` homothe´tie pre`s,
sur Gλ (voir [M-R3]).
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3 Me´triques pseudo-riemannienes et structures
localement syme´triques invariantes sur les
groupes oscillateurs
E´tant donne´ un groupe de Lie orthogonal (G,k), il est clair que les me´triques
(pseudo-riemanniennes) invariantes a` gauche sur G sont en bijection avec les
isomorphismes k-syme´triques de l’espace vectoriel G au moyen de la formule:
ku(x, y) := k(u(x), y). (1)
Soit ku une me´trique invariante sur G et ∇
u la connexion de Levi-Civita
sur G associe´e.
Dans la suite, d’une part nous fournissons des conditions suffisantes pour la
comple´tude ge´ode´sique de la me´trique ku puis nous mettons en e´vidence une
structure affine invariante a` gauche sur Gλ et nous entamons la question de la
platitude de ku.
Le fait que la courbe t 7→ σ(t) soit une ge´ode´sique s’exprime au niveau de
G en disant que la courbe t 7→ x(t) := (Lσ(t)−1)∗,σ(t)(σ˙(t)) est une solution de
l’e´quation diffe´rentielle:
x˙ = −r(x, x) (2)
ou` r(x, y) est le produit de Levi-Civita sur G correspondant a ∇u. Rappelons la
formule de Koszul suivante:
ku(r(x, y), z) =
1
2
(ku([x, y], z)− ku([y, z], x) + ku([z, x], y)) . (3)
Que la connexion∇u soit ge´ode´siquement comple`te e´quivaut a` dire que le champ
de vecteurs sur G de´fini par (2) est complet.
Si Φu est l’isomorphisme syme´trique de G dans G
∗ donne´ par
Φu(x) = k(u(x), ·)
la comple´tude de (2) revient a` la comple´tude du champ dit d’Euler:
ξ˙ = −ad∗
Φ−1u ξ
ξ (4)
ou` ad∗ de´signe la repre´sentation co-adjointe de G. Le champ transporte´ par Φ−1u
du champ d’Euler nous fournit l’e´quation diffe´rentielle sur G suivante:
u(x˙) = [u(x), x] (5)
Le changement de variable y = u(x) tranforme l’e´quation pre´ce´dente en la paire
de Lax:
y˙ = [y, u−1(y)]. (6)
L’e´quation (6) a deux inte´grales premie`res:
k(y, y) et k(y, u−1(y))
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The´ore`me 3.1 Soit u un isomorphisme kλ-syme´trique de l’espace Gλ. Si u
laisse stable ou bien le centre C(Gλ) (et a` fortiori, son ide´al de´rive´) ou bien une
sous-alge`bre de Cartan de Gλ alors la me´trique ku sur Gλ est comple`te.
Preuve. Si u stabilise C(Gλ), l’e´quation (4) est e´quivalente a` une e´quation
line´aire; elle est donc comple`te.
Soit C une sous-alge`bre de Cartan. Puisque (G,kλ) est orthogonale, G =
C ⊕C⊥ (relat. a` kλ) et comme Gλ est oscillatrice, avec k(E, eo) 6= 0, est un plan
qui contient E0 := e0 et la restriction de kλ est de´finie positive. C = Ker adjE
est d’indice 1, ou` E est un e´le´ment re´gulier de G, c’est-a`-dire k(E, eo) 6= 0.
Supposons que C soit laisse´e stable par u alors l’espace euclidien C⊥ est aussi
stable par u. Soit E1, . . . , E2n, base k orthonorme´e de C
⊥ qui diagonalise u |C⊥ .
Posons u(Ei) := µiEi, avec µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µl < 0 < µl+1 ≤ . . . ≤ µ2n. Soit
E−1 ∈ C tel que
k(E−1, E−1) = 0, k(E−1, e0) = 1.
Les vecteurs E−1, E0 = e0, E1, . . . , E2n sont une base pour G. Posons pour
x ∈ G, x =
∑2n
i=−1 x¯iEi. Comme u est k- syme´trique et pre´serve C, u(e0) =
aE−1 + α e0 et u(E−1) = αE−1 + b e0. Les inte´grales premie`res sont donne´es
par:
E(x) = ku(x, x) = ax¯
2
0 + bx¯
2
−1 + 2α x¯−1x¯0 +
∑2n
i=1 µix¯
2
i
A(x) = ku(u(x), x) = 2(αx¯−1 + ax¯0)(bx¯−1 + αx¯0) +
∑2n
i=1 µ
2
i x¯
2
i
De plus, le centre apporte aussi une inte´grale premie`re:
C(x) = k(x, u(e0)) = ax¯0 + αx¯−1.
Si a = 0, u pre´serve le centre et la me´trique ku est donc comple`te. Supposons
a 6= 0. Les expressions:
ab− α2
aµj
(µj x¯−1 − C(x))
2 +
2n∑
i=1
µi(µj − µi)x¯
2
i (7)
(j = 1, 2, . . . , 2n) sont des inte´grales premie`res . Une des inte´grales premie`res
qui correspondent a` j = l et j = l + 1 est de´finie ne´gative. Ceci implique que
µj x¯−1 − C(x) (j = l ou j = l + 1) et xi (i = 1, . . . , 2n) sont borne´es. D’ou` la
comple´tude.

The´ore`me 3.2 Le groupe oscillateur Gλ est muni d’une structure de varie´te´
affine comple`te de´finie pour les champs invariants a` gauche surGλ par le produit
r sur Gλ donne´ par 

r(x, y) = (1/2)[x, y]
r(e−1, y) = [e−1, y]
r(x, e−1) = r(e−1, e−1) = 0
pour x et y dans l’ide´al de´rive´ de Gλ.
Preuve. On constate directement que r est un produit a` associateur syme´trique
a` gauche compatible avec le crochet de Gλ. Ceci signifie que la connexion invari-
ante a` gauche de´finie par r est a` courbure et torsion nulles. Cette connexion est
comple`te car les multiplications droites pour r sont nilpotentes.
Il se pose alors la question de savoir si cette connexion de courbure et torsion
nulles, ou toute autre ayant ces propriete´s, est compatible avec une me´trique
invariante a` gauche.
Nous avons le re´sultat suivant
Proposition 3.1 Aucune structure affine invariante a` gauche sur Gλ est com-
patible avec une me´trique lorentzienne invariante a` gauche.
Preuve. Supposons qu’il existe une me´trique lorentzienne, invariante a` gauche,
plate< , > surGλ. Il existe alors un isomorphisme u de l’espace Gλ k-syme´trique
tel que ku =< , > . Alors Le0 = 0, e0 est vecteur propre de u, et par conse´quent
ku isotrope. Posons u(e0) = νe0. Comme u laisse stable Z(G), il laisse stable G
′
et induit sur G′/Z(G) := G˜ un isomorphisme u˜. Les me´triques k et ku induisent
des me´triques k˜ et k˜u sur G˜ de´finies positives. SoitR la courbure de la connexion
associe´e a` ku. La condition u(e0) ∈ IRe0 implique, pour x, y ∈ G
′, Rxy = 0 et,
pour x, y ∈ G, Lxy ∈ G
′. Ainsi il nous suffit d’e´tudier Re−1x pour x ∈ G
′.
Dans ce but, il sera ne´cessaire de faire quelques calculs. D’abord, il existe
une base k˜ orthonormale, {E˜i}, qui diagonalise u˜ : u˜(E˜i) = νiE˜i.
Soit Ei ∈ G
′ tel que sa projection sur G˜ est E˜i. Alors {e0, E1, · · · , E2n} est
base de G′ et
k(Ei, Ej) = δij k(e0, Ei) = 0 i, j ≥ 1.
E´crivons
u(Ei) = νiEi + µie0,
et posons pour i, j ≥ 1, [Ei, Ej ] = ρije0. Remarquons que ρij = −ρji.
Nous nous proposons de calculer
< Re−1EiEi, e−1 > .
Il est facile de ve´rifier que [e−1, Ei] =
∑
j ρijEj et que
< LEje−1, Ei >= (ρij/2)(νi − νj + ν).
Ainsi
< Re−1EiEi, e−1 >=
∑
j
ρ2ij(νj − νi)−
∑
j
ρ2ij
4νj
(νj − νi + ν)
2
et ∑
i
< Re−1EiEi, e−1 >= −
∑
i,j
ρ2ij
4νj
(νj − νi + ν)
2.
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La me´trique e´tant suppose´e lorentzienne et plate, νj > 0 et
0 =
∑
i,j
ρ2ij
4νj
(νj − νi + ν)
2,
implique pour i, j ≥ 1,
0 = ρ2ij(νj − νi + ν)
2.
Or ils existent i, j tels que ρij 6= 0, et par conse´quent
νj − νi + ν = 0 et νi − νj + ν = 0
d’ou` ν = 0, ce qui est impossible. 
On peut se demander si aucune structure affine invariante a` gauche sur Gλ
est compatible avec une me´trique invariante a` gauche. A` ce propos nous avons
la re´ponse partielle suivante:
Proposition 3.2 ([B-M2]) Le groupe oscillateur de dimension 4 n’admet pas
de me´trique invariante plate.
Mais les groupes oscillateurs admettent plusieures me´triques invariantes a`
gauche syme´triques. En effet,
The´ore`me 3.3 Les me´triques invariantes a` gauche de Gλ, de´finies par les iso-
morphismes k-syme´triques u de l’espace Gλ donne´s par u(e0) = e0, u(ei) = ηiei,
u(eˇi) = ηˇieˇi et qui ve´rifient
ηi + ηˇi = 1 (a)
ou bien
ηi = ηˇi (b)
pour chaque i compris entre 1 et n sont syme´triques car elles sont localement
syme´triques et comple`tes pour tout λ.
Preuve. Puisque u stabilise le centre de Gλ, la me´trique ku comple`te (The´ore`me
3.1).
Si l’on pose r(x, y) = Lxy et R(x, y) = L[x,y] − [Lx, Ly] ( le tenseur de
courbure), que ku soit localement syme´trique s’exprime par l’identite´
[Lz,R(x, y)] = R(Lzx, y) +R(x, Lzy), (8)
pour tous x, y, z ∈ G.
Or, Lx = (1/2)
(
adx − u
−1adu(x) + u
−1adxu
)
. Ainsi u(e0) = e0 implique
Le0 = 0 et Lxy ∈ G
′, ∀x, y ∈ G; Lxy ∈ IRe0, [Lx, Ly] = 0,R(x, y) = 0, ∀x, y ∈ G
′;
Leiej = Leˇi eˇj = 0 ∀i, j; Leˇiej = Lei eˇj = 0 ∀i 6= j.
7
Tandis que les autres directions propres de u donnent u(e−1) = e−1 + ρe0,
Le−1e−1 = 0, Leˇiei = −(1/2)(ηi − ηˇi + 1)e0, Lei eˇi = −(1/2)(ηi − ηˇi − 1)e0, et
Le−1ei =
λi
2ηˇi
(ηi + ηˇi − 1) eˇi Leie−1 =
λi
2ηˇi
(ηi − ηˇi − 1) eˇi
Le−1 eˇi =
−λi
2ηi
(ηi + ηˇi − 1) ei Leˇie−1 =
λi
2ηi
(ηi − ηˇi + 1) ei.
Si i se trouve dans la cas (a), nous avons
Le−1ei = Le−1 eˇi = 0, Leie−1 = [e−1, ei], Leˇie−1 = [e−1, eˇi],
pendant que les conditions (b) fournissent
Le−1ei =
λi
2ηi
(2ηi − 1) eˇi Leie−1 =
−λi
2ηi
eˇi
Le−1 eˇi =
−λi
2ηi
(2ηi − 1) ei Leˇie−1 =
λi
2ηi
ei.
Pour x, y ∈ G′λ, l’identite´ (8) est trivialement ve´rifie´e. Reste a` constater que
l’on a,
[Lz,R(e−1, y)] = R(Lze−1, y) +R(e−1, Lzy)
pour y ∈ G′λ. Or dans ce cas R(Lze−1, y) = 0 et (8) devient,
[Lz,R(e−1, y)] = R(e−1, Lzy).
Pour z dans Gλ, R(e−1, Lzy) = 0 et [Lz,R(e−1, y)] = −Ly ◦ Le−1 ◦ Lz − Lz ◦
Le−1 ◦ Ly. Ce dernier e´tant nul sur G
′
λ, et
< Ly ◦ Le−1 ◦ Lze−1, e−1 >= − < Lz ◦ Le−1 ◦ Lye−1, e−1 >,
par antisyme´trie des multiplications a` gauche, l’e´quation est ve´rifie´e dans ce cas.
Soit z = e−1. Pour i dans le cas (a), et ξ = ei ou ξ = eˇi
R(e−1, Le−1ξ) = 0
et
[Le−1 ,R(e−1, ξ)] = [Le−1 , L[e−1,ξ]]− [Le−1 , [Le−1 , Lξ]]
qui s’annule sur G′λ et
[Le−1 , L[e−1,ξ]]e−1 − [Le−1 , [Le−1 , Lξ]]e−1 = 0 = R(e−1, Le−1ξ)e−1.
Finalement, pour i dans le cas (b), on ve´rifie que
[Le−1 ,R(e−1, ei)]e−1 = R(e−1, Le−1ei)e−1 =
λ3i
8η3i
(2ηi − 1)eˇi.

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4 Isome´tries de (Gλ,kλ)
Soit I := Isom(G, g) le groupe des isome´tries du groupe G muni d’une me´trique
pseudo-riemannienne invariante a` gauche g et soit Iε := Isomε(G, g) le sous-
groupe ferme´ du groupe I des isome´tries qui fixent l’e´le´ment neutre ε de G.
Le groupe I ope`re naturellement et transitivement sur G. Connaˆıtre I comme
varie´te´ revient a` connaˆıtre Iǫ. Or, tout e´le´ment de Iε est de´termine´ par sa
diffe´rentielle en ε, qui est un e´le´ment de O(G, g) qui pre´serve la courbure.
L’ensemble de ces e´le´ments, que l’on de´signera par OR(G, g), est un sous-groupe
ferme´ de O(G, g). On a en fait:
Lemme 4.1 Si (G,k) est un groupe orthogonal et G est simplement connexe,
alors l’application
Φ : Iε → OR(G, g)
φ 7→ φ∗,ε
est un isomorphisme de groupes de Lie.
Preuve. Puisque k est bi-invariante, (G,k) est complet et syme´trique (σ 7→
σ−1 est la syme´trie de centre ε). En outre, pour u ∈ OR(G,k), l’isome´trie locale
Pu := Expk ◦u◦Logk, dite polaire de u, s’e´tend en une unique isome´trie globale
de (G,k) car G est simplement connexe (voir, par exemple, [O’N]

The´ore`me 4.1 Soit (G,k) un groupe orthogonal, G simplement connexe. Alors
(Isom (G,k))0 s’identifie a` la varie´te´ produit G× (OR(G,k))0 munie du produit
(σ, u) · (σ′, u′) = (σ(u · σ′), (σ′ · u) ◦ u′) ou` les actions de (OR(G,k))0 sur G et
de G sur (OR(G,k))0 sont donne´es respectivement par
u · σ = Φ−1(u)(σ)
σ · u = (Lu·σ)
−1
∗,u·σ ◦ u ◦ (Lσ)∗,ε ,
Lσ e´tant la multiplication a` gauche par σ dans le groupe G.
Preuve. La varie´te´ produit G × (OR(G,k))0 s’identifie a` Isom (G,k) par
(σ, u) 7→ Lσ ◦ Pu. Comme Pu ◦ Lσ est une isome´trie, il existe σ
′ et u′ uniques
tels que
Pu ◦ Lσ = Lσ′ ◦ Pu′ (9)
avec u · σ := σ′ = Pu(σ) et σ · u := u
′ =
(
L−1
Pu(σ)
◦ Pu ◦ Lσ
)
∗,ε
.

Rappelons le the´ore`me suivant qui motive le fait de de´terminer dans la suite
le groupe d’isome´tries de (Gλ,kλ) et en particulier les sous-groupes qui ope`rent
convenablement sur G de sorte a` obtenir des varietes pseudo-riemanniennes
localement syme´triques:
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The´ore`me 4.2 (voir [W], p. 62) Les varie´te´s pseudo-riemanniennes comple`-
tes connexes localement syme´triques sont les quotients M/Γ ou` Γ est un groupe
d’isome´tries ope´rant librement et de fac¸on proprement discontinue sur une va-
rie´te´ M pseudo-riemannienne syme´trique simplement connexe.
De´terminons pour (Gλ,kλ) les actions du the´ore`me 4.1.
Soient r1, r2, . . . , rs ∈ N tels que
λ1 = · · · = λr1 < λr1+1 = · · · = λr1+r2 < · · · < λn−rs+1 = · · · = λn,
et pour i = 1, · · · , s posons
Vi := Vect{er, eˇr;λr = λi} V
∼
i := IRe0 ⊕ Vi.
La restriction de kλ a` chacun des sous-espaces V
∼
i est de´ge´ne´re´e; elle induit sur
V ∼i /IRe0(≡ Vi) une forme quadratique euclidienne, note´e ki. Nous avons
Proposition 4.1 Le groupe OR(Gλ,kλ) s’identifie au groupe produit direct du
groupe multiplicatif Z2 avec les groupes Vi ⋊O(Vi,ki) des de´placements rigides
des espaces euclidiens (Vi,ki), i = 1, . . . , s.
Preuve. Soit u ∈ OR(Gλ,kλ). Nous allons de´monter qu’il existe ρ ∈ Z2, et
(vi, ui) ∈ Vi ⋊O(Vi,ki), i = i, . . . , r, uniques tels que u s’exprime comme:
u(e−1) = ρe−1 + αe0 +
∑
i
vi (10)
u( e0 ) = ρe0 (11)
et pour v ∈ Vi,
u(v) = −ρkλ(ui(v), vi)e0 + ui(v)
ou` α = −ρ/2
∑
i kλ(vi, vi). Ceci implique, e´videmment, le re´sultat.
L’e´quation (11) e´quivaut a` dire que e0 est vecteur propre de u. Or, comme
Rxy = (1/4)ad[x,y] et u pre´serve le tenseur de courbure alors
u([x, [y, z]]) = [u(x), [u(y), u(z)]] ∀x, y, z ∈ Gλ.
Donc, pour tous x, z ∈ Gλ,
0 = u([x, [e0, z]]) = [u(x), [u(e0), u(z)]],
d’ou` u(e0) ∈ C
2(Gλ) = Z(Gλ) et u(e0) = ρe0. D’autre part u ∈ OR(Gλ,kλ)
implique
u(e−1) = (1/ρ)e−1 + αe0 +
r∑
i=1
vi,
avec vi ∈ Vi. Comme 0 = kλ(u(e−1), u(e−1)) = (2α/ρ) +
∑
i ki(vi, vi), alors
α = −(ρ/2)
∑
i ki(vi, vi).
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L’isomorphisme u induit un isomorphisme
u˜ ∈ O(G′/IRe0, k˜),
ou` k˜ est la forme quadratique de´finie positive induite par kλ. Posons
u(ei) = Cie0 +
n∑
k=1
(Akiek +Bkieˇk)
Nous avons
[u(ei), [u(e−1), u(ei)]] =
1
ρ
n∑
k=1
λk
(
A2ki +B
2
ki
)
e0
Puisque u pre´serve la courbure nous obtenons,
λiρ
2 =
n∑
k=1
λk
(
A2ki +B
2
ki
)
pour tout i = 1, . . . , n.
Il nous faut de´montrer que ρ2 = 1. Supposons ρ2 < 1. Alors, ρ2λ21 < λ
2
k,
pour tout k = 1, . . . , n. Comme u est orthogonale,
1
λi
=
n∑
k=1
1
λk
(
A2ki +B
2
ki
)
.
D’ou`
n∑
k=1
λ21ρ
2 − λ2k
λk
(
A2k1 +B
2
k1
)
= 0, (12)
et Aj1 = Bj1 = 0. Ceci e´tant impossible, ρ
2 ≥ 1. Un raisonement en tout
analogue au pre´ce´dent de´montre que ρ2 ≤ 1. D’ou` ρ2 = 1 et l’e´quation (12)
devient ∑
j>r1
λ2i − λ
2
j
λj
(
A2ji +B
2
ji
)
= 0
pour tout 1 ≤ i ≤ r1. Donc
Aji = Bji = 0
pour tout j > r1 et tout 1 ≤ i ≤ r1, et il est de meˆme pour Aˇji, Bˇji.
Par conse´quent u laisse stable V1 et, par recurrence, u laisse stable Vi, i =
1, . . . , s. Posons, pour v ∈ Vi, u(v) =: C(v)e0 + ui(v). L’e´galite´ kλ(v, v) =
kλ(u(v), u(v)) = kλ(ui(v), ui(v)), montre que ui ∈ O(Vi,ki). Comme u pre´serve
kλ, nous avons, pour v ∈ Vi, 0 = kλ(u(e−1), u(v)) = ρC(v) + kλ(v, ui(v)). D’ou`
C(v) = −ρkλ(v, ui(v)). L’unicite´ suit aise´ment.

Nous avons imme´diatement le corollaire suivant
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Corollaire 4.1 La dimension de Isom (Gλ,kλ) est donne´e par
3n+ 2 + 2
s∑
i=1
r2i ,
ou` 2n+ 2 de´signe la dimension de Gλ.
Pour chaque 1 ≤ j ≤ s, posons Rj(t) : Vj → Vj
Rj(t)ek = cos(t)ek + sin(t)eˇk
Rj(t)eˇk = − sin(t)ek + cos(t)eˇk
pour ek, eˇk ∈ Vj . C’est-a`-dire, si l’on identifie Vj et C
rj alorsRj(t)(z1, . . . , zrj) =
(eitz1, . . . , e
itzrj ). Nous avons,
Proposition 4.2 Dans le cas du groupe oscillateur (Gλ,kλ) les actions du
The´ore`me 4.1 sont donne´es respectivement par
σ · u =
(
v1, R1(−
tλ1
2
)u1R1(
tλ1
2
); . . . ; vs, Rs(−
tλs
2
)usRs(
tλs
2
)
)
,
et
u · σ =
(
t, S(u, σ), . . . ,
2
λj
sin(
tλj
2
)Rj(
tλj
2
)vj + ujzj , . . .
)
ou` σ = (t, s, z1, . . . , zn), u = (v1, u1; . . . ; vs, us) et
S(u, σ) = s−
∑
j
k
(
vj ,
sin(tλj)
2λj
vj + cos(
tλj
2
)uj ◦Rj(
−tλj
2
)zj
)
.
Preuve. Dans le cas des groupes orthorgonaux, l’exponentielle du groupe et
l’exponentielle de la me´trique co¨ıncident. Or, pour (Gλ, kλ), cette exponentielle
est donne´e par la formule:
exp(t, s, zi, . . . , zn) =
(t, s+
1
2
∑
j
‖zj‖
2 tλj − sin tλj
t2λ2j
,
eitλ1 − 1
itλ1
z1, . . . ,
eitλn − 1
itλn
zn),
et, par conse´quent, la polaire associe´e a` u = (v1, u1; . . . ; vn, un) est donne´e par
Pu(T, S, . . . , Zj , . . . ) =
(T, S−
∑
j
kj(vj , Aj), . . . ,
2
λj
sin
Tλj
2
Rj(
Tλj
2
)vj+Rj(
Tλj
2
)ujRj(
−Tλj
2
)Zj , . . . ),
ou` Aj = (sinTλj/2λj)vj + cos(Tλj/2)ujRj(−Tλj/2)Zj.

12
Proposition 4.3 Soit λ = (λ1, . . . , λn) tel que λ1 < · · · < λn. Alors l’action de
Gλ sur OR(Gλ,kλ) est l’action triviale, l’action de OR(Gλ,kλ) sur Gλ se fait
par des automorphismes du groupe, i.e. les polaires sont des automorphismes de
Gλ et le groupe (Isom (Gλ,kλ))0 est isomorphe au groupe produit semi-direct
Gλ ⋊ (OR(G,k))0 :
(Isom (Gλ,kλ))0
∼
= Gλ ⋊ (OR(G,k))0 .
Preuve. Les sous-espaces Vi e´tant de dimension deux, O(Vi,ki) est commu-
tatif et, par conse´quent, Ri(−
tλi
2
)uiRi(
tλi
2
) = ui, d’ou` la premie`re assertion.
L’e´quation (9) devient
Pu ◦ Lσ = LPu(σ) ◦ Pu
ce qui revient a` dire que Pu est un automorphisme du groupe Gλ. 
Remarque. Sous l’hypothe`se de la proposition 4.3, le groupe (Isom (Gλ,kλ))0
s’exprime aussi comme un produit semi-direct
(Isom (Gλ,kλ))0
∼
= (Gλ × V1 × · · · × Vn)⋊
(
S1
)n
,
ou` l’action de la droite sur V1 × · · · × Vn × V1 × · · · × Vn est donne´e par
t · (z1, . . . , zn; z
′
1, . . . , z
′
n) = (exp(iλ1t)z1, . . . , exp(iλnt)zn; z
′
1, . . . , z
′
n).
Ce groupe peut-eˆtre vu comme un un groupe oscillateur “de´ge´ne´re´”. Cependant
il n’est pas orthogonal.
Proposition 4.4 Soit λ = (λ1, . . . , λn) tel que λ1 = · · · = λn, n > 2. Alors
OR(Gλ,kλ) est le groupe des de´placements rigides de (V := G
′/Z(G), k˜) ou` k˜ est
la me´trique induite sur V par kλ, et Gλ, identifie´ au sous-groupe Gλ×{(0, Id)}
de (Isom (Gλ,kλ))0 , n’est pas distingue´ dans (Isom (Gλ,kλ))0 .
Preuve. Les actions du The´ore`me 4.1 e´tant donne´es par
σ · u =
(
v,R(−
t
2
)νR(
t
2
)
)
,
et
u · σ =
(
t, s− k(v,
sin(t)
2
v + cos(
t
2
)ν ◦R(
t
2
)z), 2 sin(
t
2
)R(
t
2
)v + ν(z)
)
ou` σ = (t, s, z) et u = (v, ν), on ve´rifie que la projection de (σ1, u1) · (σ2, u2) ·
(σ1, u1)
−1 sur OR(Gλ,kλ) est e´gale a`:(
v1 −R(
t
2
)ν1R(−t)ν
−1
1 R(
t
2
)v1, R(
t
2
)ν1R(−t)ν
−1
1 R(
t
2
)
)
6= (0, Id).

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5 Ge´ome´trie des varie´te´s oscillatrices
De´signons par Γ un groupe qui ope`re a` droite sur un groupe de Lie orthogonal G
librement et de fac¸on proprement discontinue et par p la projection canonique
de G surM =G/Γ. Si g′ est une me´trique pseudo-riemannienne surM, il existe
une unique me´trique g sur G telle que p est un reveˆtement pseudo-riemannien.
La me´trique g est invariante par Γ. Si de plus l’action naturelle de G sur M se
fait par des isome´tries, g est invariante par l’action par multiplications a` gauche
de G sur lui meˆme. En ge´ne´ral, g n’est pas bi-invariante. On a par exemple
Proposition 5.1 La varie´te´ oscillatrice de dimension 4, G1/Γ, ou`
Γ = {(2pin, s, a, b);n, 2s, a, b ∈ Z}
est munie de la me´trique lorentzienne transitive (donc comple`te) de me´trique
releve´e sur G1 non bi-invariante donne´e par la forme quadratique sur L(G1)
donne´e par < x, x >:= αx2−1 + 2x−1x0 + x
2
1 + x
2
2.
Soient (Gλ,kλ) un groupe oscillateur vu comme varie´te´ lorentzienne sy-
me´trique et Mλ := Gλ/Γ une varie´te´ oscillatrice. La me´trique kλ de´termine
une me´trique sur Mλ telle que la projection p : Gλ → Mλ est un reveˆtement
lorentzien. Cette me´trique est localement syme´trique. Comme cette dernie`re est
transitive il suit d’un re´sultat duˆ a` Marsden quelle est comple`te. Par conse´quent
elle est syme´trique et e´videmment lorentzienne. Ces proprie´te´s des exemples de
[M-R2] se retrouvent dans des cas plus ge´ne´raux comme le montre le re´sultat
suivant.
The´ore`me 5.1 Quelle que soit la varie´te´ oscillatrice Mλ elle est munie:
1. D’une structure de varie´te´ affine dont la preimage par p est la structure
affine sur Gλ du the´ore`me 4.2,
2. De me´triques pseudo-riemanniennes localement syme´triques comple`tes, en
ge´ne´ral non transitives, induites par la famille des me´triques sur Gλ de´-
crites dans le the´ore`me 4.3,
3. De me´triques non comple`tes ( et donc non transitives) d’indice quelconque
non nul telles que p est pseudo-riemannienne relativement aux me´triques
sur Gλ de la proposition 5.2.
Proposition 5.2 Les groupes oscillateurs admettent des me´triques d’indice quel-
conque non nul non comple`tes et donc non transitives.
Preuve. Conside´rons d’abord sur le groupe oscillateur de dimension 4 les
me´triques associe´es aux isomorphismes line´aires k-syme´triques suivants
u1(e−1) = e1 u1(e0) = e−1 u1(e1) = e0 u1(eˇ1) = eˇ1
u2(e−1) = eˇ1 u2(e0) = e1 u2(e1) = e−1 u2(eˇ1) = e0.
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La premie`re me´trique est d’indice 1, la seconde d’indice 2. Montrons qu’elles
dont incomple`tes, c’est-a`-dire que les champs de vecteurs 5 n’est pas complet.
En ce qui concerne u1 on constate que
γ1(t) = (c, c, c− (2ρ
2/c) sec2(ρ t),−2ρ tan(ρ t))
(ou` ρ est un re´e´l non nul quelconque) est une courbe inte´grale de (5) qui n’est
pas comple`te. Dans le cas de u2, l’e´quation (5) s’e´crit
x˙−1 = −x−1x0 + x
2
1 x˙0 = −x1xˇ1 + x
2
−1
x˙1 = 0 ˙ˇx1 = −x1x−1 + x0xˇ1.
Celle-ci admet comme inte´grales premie`res 2x1xˇ1 + x
2
−1 + x
2
0 et x−1xˇ1 + x0x1.
L’incomple´tude de ce champ est conse´quence de la non-comple´tude, dans la di-
rection d’un vecteur de type temps, de l’e´quation x˙ = x2/2, ve´rifiant la condition
initiale x(0) = x0.
Soit vi un isomorphisme ki-syme´trique de Vect {ei, eˇi} pour tout i = 2, . . . , n.
Alors ui ⊕ v2 ⊕ · · · ⊕ vn est un isomorphisme kλ-syme´trique de Gλ.
Si γi est une trajectoire de (5) relativement a` ui, il est clair que (γi, 0, . . . , 0)
une trajectoire de (5) dans Gλ, relativement a` ui ⊕ v2 ⊕ · · · ⊕ vn. E´videmment
les vj peuvent eˆtre choisis de sorte que la me´trique qui leur est associe´e soit
d’indice arbitraire non nul . 
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